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Condiciones para que una funcion f sea Ana

f es analitica = <

f f continua = u(x; y) continua
v(x; v) continua

4 ’

f derivable = f verifica C-R{ ' ’
% Uy = —Vyx

ue f’ es continua = ulL,ul, v. y v continuas.
xr Yy Vx 5%

itica



Una funcion en el plano complejo

Una funcion en el plano complejo
f(2) =ulx,y) +v(x,y)i
u(x,y) y v(x,y) son funciones de dos variable x, y

u(x,y) eslaparte real de la funcién f

v(x,y)i eslaparteimaginaria de la funcién f



Obtenga la funcién f(z) = z*

Sea f = z°
Z=x+1y
z? = (x +iy)(x +iy) = x% + ixy + ixy + (iy)*= x? + 2ixy — y?

* f=uly) +ivix,y)
f=z%=(x%—-y%)+ 2ixy

u(x,y) = (x% —y?)
v(x,y) = 2xy

f=ulx,y) +iv(x,y) = (x? —y?) +i2xy



Las funciones u(x,y) y v(x,y) son continuas




Condicion 1 Condicidn 2
du 0Jv du  Ov
dx 0y dy  Ox
ou 0Jd(x?—vy?%) 0x? 0y*
— = = — =2x—0
0x 0x 0x 0x
ov  9(2xy)
= =|2x
dy dy

2X




Condicion 1 Condicion 2
Ju B v u B v
dx 0Jy dy  Ox
ou 0(x*—y?) o0x* 0y?
dy dy dy 0Oy
v d(2xy) _5
ox ox )




Teorema de Cauchy-Goursat

* Sea R una region en el plano complejoy C su frontera,

* Si f(z) es analiticay f'(z) es continuaen R U C, entonces

f f(z)dz=0



Corolario 1 de Cauchy-Goursat

* La integral de una funcion analitica a lo largo
de una trayectoria abierta es independiente B 7
de dicha trayectoria, siempre que se N
mantenga analitica entre la curva dada y |la
curva elegida como se muestra en la Figura

f es Analitica

) f(2)dz=¢ f(2)dz ,.

ABC ADC i >




Corolario 2 de Cauchy-Goursat

* Es posible cambiar la curva de integracion,
siempre que se mantenga analitica en |la
region delimitada por la curva dada y la curva
elegida

* La figura muestra una curva cerrada C = C; U
C, yunacurva C; UAB U (C, U BA, entonces:

ﬁ flo)dz = f fa)dz




Ejemplo 1: Cauchy-Goursat

f sen(2z)e*?dz
|z|=2

e La funcion del integrando resulta ser entera, es
decir, analitica en todo el plano complejo y, en
particular, lo es en la regién del plano R, que es
un circulo centrado en el origen de coordenadasy
de radio 2. Por lo tanto, como en R la funcién es
analitica, tenemos que

jg sen(2z)e*?dz =0 porC.G.
|z|=2




Ejemplo 1: Cauchy-Goursat

eSz+i
d
-(ﬁz|=3z =5

* Tenemos que R:|z| < 3 es la regién que resulta
ser un circulo centrado en el origen de
coordenadas y de radio 3. Y f presenta una
singularidad sélo en z = 5. Luego, podemos ver
que f es una funcidén analitica, para todo zen C
menos en el punto 5, peroz =5 & R. De modo
que en R, f es analitica.

832+i
dz =0 C.G.
fz|=3z _ o Z por




Formula Integral de Cauchy

* Sea R unaregion en el plano complejoy
C su frontera, si f(z) es analiticaenRU 4
C, z = zy un punto interior a R, entonces

Z
/(@) dz = 2mif (zp)
ct+ Z — Zy
La curva y es una curva dentro de la region >

R

Y:lz — zy| =r dondey c R



Ejemplo 1: Formula integral de Cauchy

* Tenemos que R:|z| < 2 es la regidn que resulta
ser un circulo centrado en el origen de
coordenadas y de radio 2. Y f presenta una
singularidad séloenz =1y z =1 € R. Luego,
podemos ver que f = cos(mz?) es una funcién
analitica en R.

* Luego por el Teorema de la Integral de Cauchy

2
fﬁ COS(ZT) 4 = 2mif (1)
|z|=2

Z—1
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Ejemplo

= cos(m)

= cos(m(1)?)

* Calculamos f(1)

* Entonces

E
T

= 27i(

1dz

Z

cos(mz?)

=2

h



Ejemplo 2: Formula integral de Cauchy

f 7% —i 4
z
|z—2i|=4ZZ +9

f 7% —i 4
; ~ 4z
|z—2i|=4 (Z - 3l)(Z + 31)

* Tenemos que R: |z — 2i| < 4 es la regidon que resulta ser un
circulo centrado en z = 2i, que es el plano complejo de
coordenadas (0,2) y de radio 4. Y la funcién del integrando
presenta dos singularidades:z=3i ER yz=-3i €R

z2—i

* Luego, podemos ver que f(z) = 273D

analiticaen R..

es una funcion

x



Ejemplo 2: Formula integral de Cauchy

f z% —i y
Z
z—2i|=4 2> +9 v

z% — i
ﬁ2—2i|=4 (z — 3i)‘(z+_3i)l dz

z%2—i os
(z+3i)

* La funcién que consideramos es f(z) =

una funcion analiticaen R..




Ejemplo 2: Formula integral de Cauchy

Aplicando el Teorema de la Formula integral de Cauchy,
tenemos:

2 —

jé VA
iz—2i|=4 (Z — 3Dz + 3i)

dz = 2mif (3i)

(3i)2-i _ —9-i

 Calculamos f(3i) = GisD — 6

$ s dr=ami( ) = T o
penilea 2 =30 +3) T\ Tei )73 : *

f z%2 —i p T
: ~aAzZ =
z—2i|=4 (z — 3i)(z + 3iQ) 3



Ejemplo 3: Formula integral de Cauchy

f 2z — 3 g
sesZ2—32+2

* Factorizando el denominador tenemos

f 2z —3 i
1zj=3 (2 — 1)(z = 2)

Tenemos que R: |z]| < 3 eslaregidon que resulta ser
un circulo centrado en el origen de coordenadasy
de radio 3. Y la funcidn del integrando presenta
singularidades:enz=1€ R yz=2 € R . Es decir
la region tiene dos singularidades.




Ejemplo 3: Formula integral de Cauchy

* Utilizando el método de fracciones parciales
2z —3 A B

(Z—l)(z—2)=2—1+z—2

Resolviendo las fracciones
A B Az—2)+B(z-1)

Z—1+Z—2_ (z—1)(z-2)

2z—3=A(z—2)+B(z—-1)
Sustituyendo los puntos zyg = 1y zy = 2

Paraz =1 2(1)-3=A1-2)+B(1 -1
—-1=-4
A=1

Paraz = 2 22) -3=AR2-2)+B2-1)
1=B




Ejemplo 3: Formula integral de Cauchy

 Sustituyendo en las fracciones originales, tenemos:
27z — 3 1 1

(z—l)(z—2)22—1+z—2

La integral se convierte en:

jé 22-3 _7€ 11,
|Z|=322_3Z+2 Z= |z|=3 z—1 z-—-2 z

f 273 4 7@ dz + 35 d
zZ = Z Z
|z|=3 Z2 —3z+2 |Z|=3Z |Z|=3Z
Aplicando el Teorema de la formula \ntegral de Cajichy
2z — 3

dz = 2mif; (1) + 2mif, (2




Ejemplo 3: Formula integral de Cauchy

j@ 2273 = omi(D) + 2 /(1)
|Z|=3Z2—3Z+2 £ = e T

Dando como resultado

f 2z — 3 Q7 = 4mi
z|=3 2% — 3z + 2 Z=




Corolario del Teorema de la Integral de Cauchy

* Sea R unaregion en el plano complejo y C su frontera,

* Sif(z) es analiticaen RUC, z=1z , entonces

f(2) N
dz =2ni ) fi.(zx)
fc kZl k(Zk

f es analitica en RUC, excepto
en las zi

+(2—=21)(2 = 2)(Z2 = 273) (2 — Zp)




Ejemplo : Corolario del Teorema de la Integral de

Cauchy

f 2z — 3 g
sesZ2—32+2 &

* Factorizando el denominador tenemos

f 2z —3 i
1zj=3 (2 — 1)(z = 2)

Tomamos dos circunferencias cuyos respectivos
centrossonzy, = 1y zy = 2 € R con un radios de

1 . Ny, ,
r = Z , de modo que su Interseccion sea vacia.




Ejemplo : Corolario del Teorema de la Integral de

Cauchy

f1(2) f2(2)

21322 —3z2+2

f 22-3 . (2D=3) 203
P P T N A T s

é 2z — 3 i A
= l
|Z|=3ZZ — 3Z+ 2 ‘ r

f 2z — 3 p % 2Z — p +§ 2Z — 3 p YA
zZ = — Z Z 7z
z|=32° — 32 + 2 z-11=1 (2 = D[z = 2) |z—2|=%kz —1)(z—2) FA Lz
Z27 %0 “0 1\ b
|z—2 =3
2Z — 3 , \
7( dz = 2mif; (1) + 2mif,( (f)—




Teorema de las Derivadas de Cauchy

Sea R una regién en el plano complejo y C su frontera.

Si f(z) es analiticaen R U C,z = z, un punto interior a R, entonces

n! dz"

211 2mi d™
f e -

* En el caso particular de n = 0, se obtiene el enunciado de la Formula Integral de
Cauchy, pues () (zy) = f(z,) y0! = 1



Ejemplo 1:Teorema de las Derivadas de Cauchy

Encontrar la integral de

f@) 2w
n.

f dz ct (Z _ ZO)n+1
|z|=

Aplicando el teorema de las derivadas de Cauchy

f d_j _ f dz Zln!if’(O)

z|=2%2 |z|=2 (Z o 0)2 B

* Donde f(z) = 1, entonces f'(z) =0, luego f'(0) =0 xj




Ejemplo 1:Teorema de las Derivadas de Cauchy

 Porlo tanto




Ejemplo 2:Teorema de las Derivadas de Cauchy

Encontrar la integral de

f o=

74
dz
fiz|=2 (Z _ 1)3

Aplicando el teorema de las derivadas de Cauchy

z4 2mi
7€|z|=z (z—1)° o=

 Donde f(z) = z*, entonces f'(z) = 4z3y f"'(z) = 1222, luego f”’(1) = 12

-
\




Ejemplo 2:Teorema de las Derivadas de Cauchy

 Por lo tanto

z4 y _ 2mi (12)
5£|Z|=z(z—1)3 ‘T

74
dz = 12mi
fa e =120



Corolario del Teorema de las Derivadas de Cauchy

* Una funcion analitica admite derivadas de todos los ordenes
y por lo tanto, éstas son funciones analiticas también.



