Variable Compleja

Dr. José Federico Ramirez Cruz



Definicion:

Un ndmero complejo es cualquier nimero de la forma z = a + ih_donde a y b son

<

numeros reales e i = v —1 es la unidad imaginaria a = Re(z) b = Im(z)
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SeaZ = x + 1y

2

r? = x* + y*

r = +/x2 4+ y?2

T también se conoce como |Z|

El Absoluto de Z Mddulo de Z o
Magnitud de Z

Im

Representacion

Polar:

tan(0) = 4

y 0<6<2m
6 = atan (—)

X 0 <06 <360°

0 también se conoce como
La Fase de Z, Angulo de Z o Argumento de Z




de donde X =1rcosf

dedonde y =rsiné

v
g”
=
s
|
RIS s1e IR

six#0 dedonde 6 =tan? (Z)

X

Tt
O
=
Se
I

X+1iy=rcosf +1i-r-senf

Xx+iy=r(cosf +1i-senB)

r(cosé +i-senfd)
I i1

rc i s 6)



La forma trigonométrica, o forma polar de un numero complejo z = x + iy es

r(cosf@ +1i-sinf) = rcisf

Donde
r=+x%+ y?
X =1cos@
y =rsinf

0 = tan™1 (%),Si% * 0

(1.16)

(1.17)

(1.18)
(1.19)
(1.20)

La representacion es Unica para 0 < 6 < 27 si el dngulo estd en radianes

00 <6 < 360° sielangulo esta en grados, para todo i, excepto 0 + 01




6 = 180 — |—45] = 135°

| z = 14142 - CiS 135° |

z=1+4+1i

r=+12 + 12 = /2 = 1.41

1
@ = atan (I) = 45°

z = 1.4142 - CiS 45°

-1

z=-1-—1i

0 = 180 + |45] = 225°

z = 1.4142 - CiS 225°

R
1

z=1-—1

=12+ 12 = V2 = 1.4142

1
)=-ss°

0 = 360 — |—45| = 315°

z = 14142 - CiS 315°

Representacion
v Graficacion
de un numero
complejo en su
forma Polar




El conjugado de un numero complejo z = x + iy se escribe como Z , este se

obtiene solamente cambiando de signo |la parte imaginaria de z, esto es

Z=Xx—-1y ( 1324

Se eliminan )',2 = (—-1)
zzZ = (me) = x% | xyi + xyi|— i%y? = x* + y*




Sea a + biyc + di dos numeros complejos, donde a, b, ¢, d, € son nUmeros reales,

Igualdad: a + bi =c + di,siysélosia=cyb=d
Suma o Adicion: (a + bi) + (c+di)=(a+c)+ (b +d)i
Resta o Sustraccion: (a + bi) — (c+di) = (a—c¢) + (b —d)i
Multiplicacion: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

a+bi (ac+bd)+(bc—ad)i ac+bd |, bc—ad .
— , — l
c+di c?+d? c’+d? cras

Division:




Ejercicios

P e M N S

(4 +50) + (3 + 4i) = 7 + 9i |
Z=i=EB=5=-14%
(5—2i)+(3+2i))=8+0i=8
(4430)—(4+2))=0+i=i

(24+3))(4+2))= 84+4i+12i+ 6i°
8+ 16i—6
2 + 161

(a + bi)(c +di)=  ac+ adi+ bci + bdi?

ac + (ad + bc)i — bd

(ac — bd) + (ad + bc)i
(4—-3i)(4+3i)= 16+ 12i—12i —9i?

16 — 9i?

16 +9

25



Ejercicios

3+2i 3420 1—4i

3-12i+2i—8i> 3-10i—(8)(-1) 11-10i 11 10

1+40 1+4 1—4 1-4i44r— (4)?

bc—adi
c2+d?

a+bi ac+bd

c+di c24d?

Division:

3+2i M+ @)@

1+4i 12442 12 4 42

1— (16)(=1) 1+16 17 17

2—12 11 10

OIOEOIONIERS:

7 T YT 1



L] ¥ ' ' . ' ' .
. i N ' ' i ' ' *
L] ) ] i
6-‘.u....c&.‘.booa'b.b.;.-..:Ao.~. ...‘hl..'....;“.
! ' : 1 ' ) ‘ ] 2
' . ' ' ' ' L] s
‘d}:-o-k--n’.no-‘»noa‘ooon‘booo -4.‘....‘-..
L] ¥ ' ' L ' '
' ’ ' ' 1 ' [ (a
' * ' 1 ' ' ' ®
,db--.-r---*--.c'--.-'---o'n--- ro -dt'
i ’ ' ' . IO '
1 ' . ' ' ' '
i ' L ' L ’
' * ' ' L
'-b--a-h---‘---o‘----‘---"..--
’ - . ‘ L2
L) B ‘ ' 5
9 4

' » L] ] L L] ]
' . ' ' . ' '
o nsnssthwossanForsaborasvrbosnsnsbfannas sxaBdrerntassanwsrvotavss P
] L L] ' L L ' » ) ]
F ' » ' 1 * ' L] ® ' ‘
L] © ‘ ' H L L » L] s
2 .* LR R f.‘ L B ‘0 - s - ' L O ~' - e U". L B O - e “ L A = ' L B "~" . - N'V - » -" LR B
i ] . L] 1 L ] . « ) »
] * L] ' & ' ] L L] '
\v’ # L B ’:-' - ). T E® ’ » 8w .}. L R -:. LB B - » .&. - » .d, L R I SR ’. L R ... - " .J. L B
2
< ; : ; ; . Suma Numer-os. Comple jos
] . ' ‘ ' ' '
‘*..l.“.l-‘.‘.ﬁ“..ﬁ.“"'h.i. .Io-‘-‘n.c.‘oQtr.....“b«.‘i...
. B L) ] * L L] L L] ]
Y ' . ' ' § [ [ s [ $
L L ' L] L ] | ]
* ' L] ' 4 ¥ ' ' ] L) i
i . ] ' ’ ' ] ’ ] '
i A 3 re L 4 & 4 2
'. - LS r. # 2 4 B LY | L4 ¥ | | ¥ T | 3 v L] v k4
-8 .. - -3 o A 1 2 3 - -




i

d)

: & v HEERR-IEE -
a ' ' ' ' ' ' .wv. ' !
S I - N 1 N
iy L T Kl T e Y SN g v iy Y o g s e R
. & & 1 r ubr 1EF §
1 ' ' ' ' +. v Oy ' I
canpaadenapacds- DTV TR I T T
. 1 [ 1 [ c. r '
4 1 ' ' ' 1 1 O ' )
" ' ' [ ' ' [ S '
llli.fll‘“_l!l-rlil“il !lL—II—!-fIIA!M*I!!quIAI’
A 1 ' ' i a. S i ,
e & & A 1 2
- - -] - -
u. ' ' ' 1 VI ' i
- "d“ =, O | .
. [ i .'- i i i i
oo esgeeepE-- |1||J|h4|||1||.ll
< ' ' 1 I ...“...
4 ' ' ' ! !
0 i i i I i

i
'
i h
i .w..u cc.“ll i i i -5
B ' ' ' i i i i ' '
" ' i i i i i i i i
1 1 i i i i i i i i
e e e sl e d llLlllfDlllblllfll.l%
i ' i i i i i i i i
‘ ‘ i i i i .d_ ' i I
' ' i i i i i i i i
. i i i i i i i i i
.- - = - ll..lll._.ll_.ll.lllolllTll..li..
' \ i i i i i i i i
1 N i i i i i QO i i ;
. ' i i t ' I\ A ' '
" i i i i i i i i 0
R AL TR AL TR Lt ||4|||..|_.J|||4|||.|||.:|4
" ' i ' i i i i 0 '
' N i i i i i i i i !
. ' i ‘ \ ' i i ‘ '
i i i
. ‘ i i i i i i i '
. ' i i i i i i i i b
. ' ‘ i ! ' \ i ' '
T m m b m A m T w m Y n T n m v m T a
e © T ®m MmO T 8 T ©unon T ©




MULTIPLICACION
Sean z; = ry(cosB; +isenfBy) y z, = 1r,(cosb, +isenb,)

zy =11CiSO;  diferentes de cero 22 = 120156,

Z1Zy =11 12|cos(6; +6,)+isen(8;+6,)] o rnrcis(6;+6,)




Ejemplo

5(cos 38°+ i -sen 38°) « 4(cos75°+i-sen75°) =
= 5 % 4(cos(38° + 75°) +1i - sin(38° + 75°)
= 20(cos113°+1i-sin113°)
= 20 cis 113




tjemplo .-

V2 cis 188° x 2V2 cis 310° = 1 igcighzge | O

= V2 % 2V/2 * cis(188° 4 310°)

= 4 o498°| =|4 cis 138° o e

Im

m = modulo(angulo_grados,360) s ..o i1 g . |- o obeoo ot
m = modulo(angulo_radianes,6.2832) * 7 Tyt TR AT T T T



DIVISION

Sean z; =1r(cosf; +isenb,) y z, =1r,(cos b, +isend,)

diferentes de cero

g 1 |lcos(8; —6,) +isen(f; —6,)] o :—1655(91 > )

Z 2




Ejemplo
15(cos48°+isin48°) 15 cis 48°

B e oo , = 3 cis (48° 258
5(cos125+isin 125°) 5cis 125°

=3 cix(~77°)
N

= 3 cis (283°)

Im
-

Re



Potencia

1 2 n
(rcis 0)" = (rcis 0) *(rcis @) = ---x (r cis 8)

1 2 .o n 1 2 n
(rcis@)'=rxrx-rcis(6+6+--+0)

(r cis B)" = 1" cis (nH)




Ejemplo

(2 cis 48°)> = 23 cis (3 * 48°)
= 8 cis 144°




EJemplo Primero escribimos el numero a su forma polar o trigonomeétrica
5
(1—+3i) ’

..........................................................

..............................................................

r= (124 (37 = VIT3=VE=2
b= tan (35) = can (~v3) = —60° &

------------------------

6 =360°— 60° = 300°

2 cis 300° = 1 — /3i S T B e




Continuacion del ejemplo

5
(1 —+/3i)" = (2 cis 300°)° = 25 cis (5 x 300°)
= 32 ¢is 1500°
pero, 0 <6 < 360°,

Entonces
6 = modulo(1500,360) = 60°

Por lo tanto

(1-3i)" =32 cis 60°




Continuacion del ejemplo

Si se quisiera la respuesta en forma cartesiana o rectangular

x = 32 cos 60° y = 32sen60°
x=32(3)=16 y=32(% )—16\/_

Entonces

(1-+3i)" =16 + 163



Raiz 4z =z/n

RAIZ (Formula de De Moivre)

Siz =71 cis 8,y nesun entero positivo
zV" = (r cis )" = r/ ¢is %(9 + 360k) si el dngulo es en grados
ZY" = (r cis )" = r1/M ¢is %(9 + 21k) si el dngulo es en radianes

Donde k =0,1,2,---,(n — 1).

(1.46)

(1.47)




Ejemplo: Obtener la raiz cuadrada de
Forma Polar:

r=\/<_;> +<;\/§> =\/841+3*481
1

' 1 3 / 4

r=\/81<Z+Z>= 817 =+81=9

9
6 = atan (ﬁj = atan(—\/§) = —%

9 9 ]
Z——E-l-z\/gl

T 9 9I
_ 22 3 Im
2+2\/§l

Re

6 = 180° — 60° = 120°

9 9
Z = —§+§\/§i=9Ci5120°




Ejemplo: Obtener la raiz cuadrada de

9CiS 120°

9 9
__ e,
s V>

Solucion:

z(/2) = 9(1/2) 4 s %(120 + 360 * k)
Dondek = 0,1

: 3CiS 60
Parak=0 7z, =3xCiS 5(1200) = 3 * CiS(60°) |

1 1
Parak=1 2z, =3 C(iS 5(120 + 360) = 3 * CiSE(480) = 3 x Cis(240)
3CiS 240




Ejemplo: Obtener la raiz cubica de

z=14+1
T - 2 = z = V2CiS 45°
0 = tan"1(1) = 45°

Solucion:

1
Z% — (ﬁ)l/SClS %(45 + 360 * k) Parak=0 21 = 1122 *CiS 5(450) = 1.122 * CiS(15°)

Parak=1 , — 1.122CiS = (45 + 360) = 1.122 * Cis(135°)
k=012 3

Para k = 2 e -
arak=2 7, = 1.122CiS (45 + 720) = 1122 * Cis(255°)




Funciones Trigonométricas como series
complejas

Representacion de e?, sinz, cos Zz como una serie infinita convergente

z¢  z°
A —_— — rese
e —1+Z+2!+3!+
B z3 z°
senz —z—§+a—---
z¢ z*
cosz=1—-—+——"--

21 4]




Funciones Trigonométricas como series
complejas

: AN\ 2 - A\ 3 - A\ 4 : N\ 5 : N\ 6 '0\7
(i0) A (i8) N (i8) (i0) (i8) N (i0)

i _ : )
B 0+ 31 o TTs T 71 i

.5 5 o s
. i0)2  (i0)* (i6)° i0)2  (i0)5 (i0)’ > =ut=i(1) =1
e‘9=1+(2|) +(4|) +(6|) +i9+(3') +(5') +(7') i®=i*=i() =i*=-1
: ' ' ' ' ' i7=1ii®=i(-1) =—i
o . 126% i*e* i%e® i30% i°0° 797
er =l ottt POttt
. —1)62  (1)6* (=1)6° (—)83 (D65 (=)0’
- ( .
O T TR R T R T
o | 62 6* 6| 63 65 67 | 62 6* 6% 03 95 @7
T AT B Tl e T
e = cos(0) + i sin(6) cos(6) sin(6)




Funciones trigonométricas seno, cos , exp

eiz _ e—iz
Senz = 2
eiz 1 e—iz
COSZ = >
6

e'” =cos0@ +isiné




Representacion de un nimero complejo
en su forma exponencial compleja

La representacion de un numero complejo en su forma polar es:

x+1iy=r(cosf +1-senb)

Pero, la expresion de Euler es:

e = cosO +isiné

Por lo tanto, un numero complejo se puede expresar en su forma exponencial compleja
comao: ia

L =7T¢e




Representaciones de un numero complejo

Representacion Representacion Representacion
Cartesiana o Rectangular Polar o Trigonométrica Exponencial Compleja

zZ=x+yi z=1-(cosf +i-sinBh) z=r-e%
o en su forma compacta
z=1r-CiS 6
Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo
z=1+i z = 1.4142 - CiS 45° z = 1.4142 - /Y
z = 1.4142 - (cos 45° + i - sin 45°)
El angulo en grados debe ser El angulo debe estar en radianes,
0<60<360° puede ser positivo o negativo

También puede representar el
angulo en radianes

T
z =1.4142 - CiS 7
zZ = 14142-(cosz+i-sinz)
- 4 4
0<6<2nm
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Ejemplo 1.6 Usando en valor de z = 3 — 41, encontrar el valor de

1 eiz

3 2 3+2

X" X" =X =X

Sustituyendo z tenemos
x3 x x4 =N

" " - .2 "
81(3—41) — 8318—41 — 6’3184

— php3i
Por la representacion de un numero complejo en su forma exponencial tenemos que
e3 = cos3 +isin3
Sustituyendo
e*e3 = 54.60(cos 3 + isin3)
Tomando el angulo en radianes, tenemos

= 54.60(—0.990 + 0.14111)
e!G—4) — _54 60 4 7.704i




2. Encontrar el valor de e *? paraz = 3 — 4i

p—1(3-41) — 30,41 — ,-4,-31 ¢3!\ = cos(—3) + i sin(—3)
= 0.01832[cos(—3) + isin(—=3) |

= 0.01832[—0.990 — 0.1411i]
e~'3-4) = —0.01813 — 0.00258i




3. Encontrar el valor de sin(z) para z = 3 — 4i

iz _

e e ¥ ei(?-—er.) —1(3—41)

: —e
sin(z) = T sin(3 —4i) =

21
Sustituyendo las expresiones de los ejemplos anteriores 1y 2,

(—54.60 4+ 7.704i) — (—0.01813 — 0.00258i)
2i
_ —54.5819 + 7.7066 i
B 2i

sin(3 — 4i) =

Multiplicando por la unidad :—zi

—54.5819 4+ 7.7066 i\ /—2i

=( 2i )(—2J
(—54.5819) = (—2i) + (7.7066i) * (—2i) 15.4132 + 109.1638i

N 20 * (—20) N 4

3.8533 + 27.2909 i




4. Encontrar el valor de cos(z) paraz = 3 — 4i

eiz ue e—iz
cos(z) = — pl(3=41) 4 ,—i(3-4D)
cos(3 —4i) =
2

~ (=54.60+7.704i) + (—0.01813 — 0.00258:)
0 2

_ —54.61813 + 7.70142 i

_ 2

—27.309065 + 3.85071i




Logaritmo Natural de un nimero complejo

Inz=Inr+1i6




Calcular el logaritmo natural (In) de z = 3 — 4i

‘1nz=1n?‘+i9‘
r=V3+4=V9+16=v25=5 y 0 =tan!(T)=—0927 radianes
Pero si consideramos que 0 < 6 < 2m, entonces 8 = 2w — |—0.927| = 5.356

In(3—=41i) =In5+5.356

In(3 — 4i) = 1.6094 + 5.356 i ‘

Aunque también se puede expresar como

In(3 —4i) =1.6094 — 0.927 i




La potencia de un ndmero complejo en
notacion exponencial es

a alnz

AN

Donde a puede ser un numero complejo también




Encontrar el valor de la siguiente
expresion

2 )1 z=Q2+i) y a=1-i

(2 it I'.)l_i — E,(:l—i)ln(2+f.:}

Cambiando z a su forma polar tenemos:

r=+22+12=+5 In(2 + i) = InV5 4 0.4636 i
1
0 = tan~! (E) = 0.4636radianes

o (1-)(In V5+0.4636 1)



(1= i)((InV5 +0.4636i) = (1 —i)(0.8047 + 0.46361)
= 0.8047 H 0.4636i — 0.8047i |+ 0.4636
=[1.2683 [~ 0.3411i

Entonces o(1-)(nV5+0.46361) queda como

€1.2683—U.3411i —

_ 12683 ,—0.3411i
— 3 355 E,—D&”—llli
= 3.355[(cos(—0.3411) + i sin(—0.3411)]
—13.35(0.9424 — 0.33451)

(2 + i)'t = 33455 - 1.18751 |




